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Stochastische Optimierungsprobleme: Beispiele

Stochastische Kontrolltheorie und Optimierung



Semesterfahrplan

Der Semesterfahrplan:

(1) Beispiele: Welche Arten von Optimierungsproblemen gibt es?
(2) Stochastische Analysis: Kurze Wiederholung ausgewahlter Resultate.

(3) Klassische stochastische Steuerung: Allgemeine Formulierung, Zusammen-
hang zur Martingaltheorie, Zusammenhang zur PDE Theorie.

(4) Viskositatslosungen: Schwaches Losungskonzept fiir PDEs.

(5) Die stochastische Perron Methode: Anwendung der Viskositatstheorie auf
klassische Steuerungsprobleme.

(6) Optimales Stoppen: Ubertragung der Konzepte auf optimale Stoppprobleme.



Ziele der heutigen Veranstaltung

Ziele der heutigen Veranstaltung:

(1) Sie kennen die vier verschiedenen Typen von stochastischen Optimierungspro-
blemen und kdnnen diese Unterscheiden.

(2) Sie kennen Beispiele fur die verschiedenen Typen von stochastischen Optimie-
rungsproblemen.

(3) Sie konnen eine reale Problemstellung mathematisch modellieren und als sto-
chastisches Optimierungsproblem formulieren.



Worum geht es in der Vorlesung?

In der Stochastischen Kontrolltheorie und Optimierung geht es um:

Stochastische Optimierungsprobleme ®

Die Probleme besitzen immer eine zeitliche Komponente.

Genauer: Das zugrundeliegende System durch einen stochastischen Prozess be-
schreiben.

Dieser stochastische Prozess kann auf verschiedene Arten vom Optimierer be-
einflusst werden.

Ziel ist es, das System auf optimale Weise zu beeinflussen, es also optimal zu
steuern bzw. zu kontrollieren.

Je nachdem, wie das System beeinflusst werden kann, unterscheiden wir verschie-
dene Typen von Optimierungsproblemen.



Typen von Optimierungsproblemen

Welche Moglichkeiten gibt es, einen stochastischen Prozess zu beeinflussen?
e Optimales Stoppen: Das Einfrieren des Systems durch Stoppen des stochas-
tischen Prozesses.

e Klassische Steuerung: Der Optimierer beeinflusst das System durch Ande-
rung der lokalen Drift und/oder der lokalen Volatilitat des stochastischen Pro-
zesses.

e Singuldre Steuerung: Der Optimierer steuert das System durch Reflektieren
des stochastischen Prozesses an gewahlten Schranken.

e Impulssteuerung: Steuerung des Systems durch Impulse, welche das System
zu Spriingen veranlassen.

In dieser Vorlesung befassen wir uns hauptsachlich mit der klassischen Steuerung
und dem optimalen Stoppen.



1.1 Optimales Stoppen
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Abbildung: Preis der Anleihe und der Aktie im Verlauf der Zeit.



1.1 Optimales Stoppen

Eine Amerikanische Put Option auf die Aktie S1 mit Ausiibungspreis K und Lauf-
zeit T" gibt ihrem Besitzer das Recht (und nicht die Pflicht) die Aktie S1 zu einem
beliebigen Zeitpunkt 7 € [0, 7] zu einem Preis von K Geldeinheiten zu verkaufen.



1.1 Optimales Stoppen

Es stellt sich heraus, dass der Put optimalerweise dann ausuibt wird, wenn der Akti-
enpreis zum ersten Mal unter eine (zeitabhangige) Schranke Sex fallt, d.h. die opti-
male Stoppzeit 7™ ist gegeben durch

T Einf{t € [0,7]: S1(t) < Sex(t)}.

Man beachte, dass der Aktienpreis auf dem Intervall [0, 7] unter Umstanden niemals
unter Sex fallt. In diesem Fall wird die Option niemals ausgetibt und es gilt 7* = oc.

60 |- | Sex(t)
— S1(t)
g 40 W
a
20 |~ I
0 ! ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Zeit t



1.2 Klassische stochastische Steuerung
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Abbildung: Fischpopulation ohne Abfischung im Verlauf der Zeit.



1.2 Klassische stochastische Steuerung
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Abbildung: Fischpopulation ohne und mit Abfischung im Verlauf der Zeit.



1.3 Singulare Steuerung
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Abbildung: Optimale und tatséachliche Flugbahn des Raumschiffs.



1.3 Singulare Steuerung
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Abbildung: Unkontrollierte und kontrollierte Flugbahn des Raumschiffs.



1.3 Singulare Steuerung
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Abbildung: Vergleich: Seltene vs. haufige Korrektur der Flugbahn.



1.4 Impulssteuerung
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Abbildung: Holzbestand ohne Bewirtschaftung im Verlauf der Zeit.



1.4

Impulssteuerung
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Abbildung: Holzbestand ohne und mit Bewirtschaftung im Verlauf der Zeit.



